DERIVATA DI UNA GRANDEZZA SCALARE RISPETTO AD UNA DIREZIONE

Condderiamo un campo scdare u(X, Y, z) e, partendo da un punto di coordinate X, y, z, spostiamoci

d un trato infinitesmodl = dxi +dyj+dzk. A causa di questo spostamento la funzione u, che
Supponiamo continua e derivabile, subira una variazione du, pure infinitesma, la cui entita dipende
evidentemente sa ddla grandezza che ddla direzione del vettore spostamento. La variazione du che
subisce la funzione u, non e dtro (a meno di infinitesmi di ordine superiore) che il suo differenzide
totde e 9 pud quindi scrivere:
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Per renderci conto del significato del vettore grad u, preso un punto P, consderiamo rf 9/1
lasuperficiedi livello de campo scaare u(x,y,2) passante per P e spostiamoci di dl dl
soprala superficie stessa: lavariazione du che subisce lafunzione € nulla per defi- uxy,2 =C

zione di supeficie di livelo, cioé 9 ha che dl xgrad u =0 e sccome sa dl che grad usono, per
ipotes, vettori di modulo diverso da zero, ne segue che, affinché il loro prodotto scdare sa nullo,
debbono necessariamente essere ortogondi tra loro. Dato che questa considerazione S puo
ripetere per qualdas spostamento dl purché giecente sulla supeficie di livelo u(xy,z2 = C,
possamo concludere che il vettore grad u e ortogonde dla superficie di livelo o, cio che e lo
sesso, le linee di flusso dd vettore grad u sono ortogondi dle superfici di livelo de campo scdare
u(x,y,2).

Se ora condderiamo il caso in cui lo sposamento dl avviene in direzone ortogonde dla superficie
di livdlo (ossandladirezione ddlalineadi fluso) elo indichiamo con dn, abbiamo:

du =dn xgrad u =|grad u|dn
dato che dn é paralelo agrad u; dividendo per dn S ottiene:

du
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o |gra u|

ossa il modulo dd vettore grad u rappresenta il rgpporto ddl’incremento du, che subisce la
funzione u per uno spostamento dn ortogonae dla superficie di livello, alo spostamento stesso.
Se lo spostamento dl awviene in una direzione diversa da quella ddla normde dla superficie di
livello, abbiamo:

du = di xgrad u =|grad u|dl cosq

doveq é I'angolo tra A (Né pardlelo e concorde a grad U e dl; da questa espressione dividendo
per dl, 9 ottiene laderivata direzionale rispetto ad una direzione qualsiasi:

du_ |grad u|cosq :%cosq
d dn

0ssia, dato che cosq € d massmo ugude ad 1, possamo dire che la derivata direzionde di u
rigoetto ad una direzione qualsas € massma quando questa direzione coincide con qudla dela
normde dla supeficie di livdlo, in dtri termini il vettore grad u e ortogonde dla supeficie di
livello e lasua direzione coincide con ladirezione in cui lafunzione u(x,y,z) variamaggiormente.
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